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　樹脂基複合材料は，高比強度かつ高比剛性といった

優れた特性を有し，炭素繊維強化樹脂（CFRP）は自

動車への適用が多く検討されている 1) 2)．

　複合材料で構成される構造物の応力解析を行うとき，

そのミクロ構造を全てモデル化すると，その計算負荷

は極めて高くなり現実的ではない．これを解決するた

めには，複合材料を均質体と見做してその均質化特性

を求め，これを精度よく模擬できるマクロ構成式を構

築することが必要となる．複合材料において，強化材

は弾性体と仮定されるのに対し，母材樹脂は粘弾性体

と考えられる．ゆえに強化樹脂は，繊維などの強化材

による異方性と母材樹脂の粘弾性を有する，異方性粘

弾性体と考えられる．

　複合材料の均質化粘弾性特性は，数学的均質化法 3) 4)

（以下，均質化法）などによって検討されている 5)．こ

れに対して Kaliske 6)は，マクロ構成式として直交異方

1.  緒言

性一般化Maxwellモデルを提案しており，寺田ら 7)は

この直交異方性一般化Maxwellモデルに対して均質化

法に基づく材料パラメータ同定および解析手法の開発

を行っている．

　複合材料に温度変化を加えると，強化材と母材樹脂

の線膨張係数差により，内部に熱応力を生じる．そして，

粘弾性体である母材樹脂が応力緩和することで，自由

膨張により生じる複合材料としてのマクロ熱ひずみは

時間依存性を示す．母材樹脂を弾性体とした場合の均

質化線膨張係数は検討されているが 8)，粘弾性に起因

する複合材料の熱膨張挙動に焦点を当てた研究事例は

ほとんどなく，ゆえにマクロ熱ひずみの時間依存性に

関しても未だ定式化されていない．

　本研究では，弾性体と粘弾性体で構成される一方向

強化 CFRPを題材とし，均質化法を用いて，マクロ熱

ひずみの時間依存性を解析するとともにこれを定式化

した．さらに，異方性粘弾性構成式 6）と組み合わせ，

拘束を加えた場合の熱応力を計算することでその妥当

性を検証した．

　マクロ熱ひずみにおける時間依存性の解析に用いた

均質化法について説明する．周期的なミクロ構造を有

する複合材料を仮定し，その周期単位であるユニット

セル Yを考える．そしてユニットセル内の応力，ひず

みおよび変位をそれぞれミクロ応力，ミクロひずみお

よびミクロ変位と呼び，σ，ε，uで表すことにする．ミ

クロ構造に働く物体力を無視し，微小変形を仮定する．

ユニットセル Y内の位置ベクトルを xとすると，ミク

ロひずみ εは，

(1)

と表される．ここで，Tは転置を示す．また，ミクロ変

位 uは，マクロひずみ Eを用いて，

(2)

と表される．ここで，u*は Y-周期性を有する擾乱変位

である．式 (2)を式 (1)に代入すると，ミクロひずみ ε

はマクロひずみ Eを用いて，

(3)

となる．ここで，ε*は Y-周期性を有する擾乱ひずみで

あり，

(4)

である．なお，擾乱ひずみ ε*の Y-周期性から，

(5)

(6)

が成立する．ここで，|Y|はユニットセルの体積を示す．

　一方，マクロ応力 Σはミクロ応力 σのユニットセル

体積平均で定義され，次式のように表される．

(7)

なお，擾乱ひずみ ε*の Y-周期性を考慮すると，Hillの

ミクロ−マクロ仕事等価式 9）から，次に示すような仮想

仕事式が得られる．

(8)

ここで，δ Ėおよび δε̇ はそれぞれマクロひずみ速度とミ

クロひずみ速度の任意の変分であり，(  ̇ )は時間微分を

表す．式 (3)を式 (8)に代入し，これを整理すると，次

式に示すユニットセル内における応力のつり合い式が

得られる．

(9)

このように得られた擾乱変位速度場の境界値問題を Y-

周期境界条件のもとで，FEMを用いて解くことにより

ユニットセルの均質化特性を数値的に評価可能である．
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3.1  ユニットセル

　本研究で検討したのは，炭素繊維 T800SCとエポキ

シ樹脂で構成される一方向連続繊維強化 CFRPであり，

その繊維体積率は VFは 61 %である．CFRPにおいて

炭素繊維は，繊維に垂直な面内に，ランダムに配置さ

れる．しかし，繊維配置のランダム性はその均質化挙

動には大きな影響を与えない 10)．ゆえに本研究では，

Fig. 1に示すように，炭素繊維を六方配置したユニット

セルの有限要素モデルを作成し，均質化解析を行った．

3.2  ミクロ構成式

3.2.1  炭素繊維

　炭素繊維はそのミクロ構造により，繊維の長手方向

を異方性主軸とする，横等方性を示すことが知られて

いる．ゆえに，本研究では炭素繊維を直交異方性熱弾

性体と仮定した．すなわち，ひずみ εは熱ひずみ εthと

力学的ひずみ εmechの和により表される．

(10)

応力 σと力学的ひずみ εmechの間には，次式に示す

Hookeの法則が成立すると仮定した．

(11)

ここで，Dorthoは異方性の主軸方向に対するヤング率お

よびポアソン比，せん断弾性係数によって決定される，

4階の直交異方性弾性剛性テンソルである．

　一方，熱ひずみ εthは次式により表されるとした．

(12)

ここで，Tは温度，T0は初期温度であり，αorthoは直交

異方性線膨張係数テンソルである．

　炭素繊維 T800SCは，複合材料の使用される温度域

において，弾性物性の温度依存性は微小であるためこ

れを無視した．Fig. 1に示したように長手方向を x3-方

向とし，弾性物性を E1 = E2 = 6.5 GPa，E3 =294 GPa，

ν31=ν32=0.32，ν21=ν12=0.41，ν13=ν23=0.0071，G23 = G31 

= 18.2 GPa，G12 = 6.5 GPa，線膨張係数を α1=α2=5.6 

ppm℃− 1，α3= − 0.56 ppm℃− 1とした 11)．

3.2.2  母材樹脂

　母材樹脂は等方性熱粘弾性体と仮定した．粘弾性構

成式は Fig. 2に示すような，一般化Maxwellモデルを

用いた．また，次式に示すように，応力の偏差成分の

みに対して粘性挙動を示すと仮定した．

(13) 

(14)

(15)

(16)

ここで，pは静水圧応力，sは偏差応力，iは 2階の単

位テンソル，s0は平衡偏差応力，hjは非平衡偏差応力，

NはMaxwell要素数であり，右下添字 jは各Maxwell

要素を表す．また，Idは 4階のテンソルで表される偏

差オペレータ，D0
isoは平衡せん断弾性率 G0およびポア

ソン比 νで表される 4階の等方性弾性剛性テンソルを

表す．さらに，τjは各Maxwell要素の緩和時間であり，

gj = Gj /G0である．

　一方，熱ひずみ εthは次式により表されるとした．

(17)

ここで，αは線膨張係数である．

　母材樹脂の粘弾性特性を考慮した応力解析には，幅

広い周波数域のDMA（Dynamic Mechanical Analysis: 

動的粘弾性）データが必要であるが，現実的には限り

がある．ゆえに一般的に，異なる温度で測定した貯蔵

弾性率や損失弾性率を，周波数方向に平行移動し，1

つの滑らかな合成曲線（マスターカーブ）とする時間

−温度換算則が適用されている．このとき，周波数方

向への移動量を表す係数 αTをシフトファクター（移動

因子）と呼び，マスターカーブを平行移動することで

温度依存性が表現される．

　本研究では，−100~200 ℃におけるDMA測定の結

果から，25 ℃を基準温度とするマスターカーブを作成

した．そして，二宮 −Ferryの式 12)により緩和せん断弾

性率 Grを求め，次式に示す Prony級数によって材料パ

ラメータを決定した．

(18)

　母材樹脂の温度依存性を表すシフトファクター αTは，

WLF則 13)を仮定した．すなわち，

(19)

ここで，Trefは基準温度（25 ℃），C1および C2は材料

パラメータであり，C1 = −13.5，C2 = −399とした．

本研究では，Table 1に示す母材樹脂のポアソン比およ

び粘弾性パラメータを用い，Fig. 3と Fig. 4に，それ

ぞれ緩和弾性率とシフトファクターおよびそのフィッ

ティング結果を示す．線膨張係数は，TMA（�ermo-

Mechanical Analysis：熱機械分析）の結果から α =50 

ppm℃− 1とした．

3.  一方向強化 CFRP の粘弾性均質化解析

Fig. 1　 Finite element model of the unit cell of 
unidirectional continuous CFRP (VF=61 %)

Fig. 2　 Schematic illustration of generalized Maxwell 
model

Fig. 3　 Relaxation modulus Gr of base resin and fitting 
result based on generalized Maxwell model

Fig. 4　 Shift factor of base resin and fitting result 
based on WLF model

Table 1　 Viscoelastic parameters for base resin at 25 ℃
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3.3  粘弾性均質化解析

　ミクロスケールの応力緩和によるマクロ熱ひずみの

変化を調べるには，母材の緩和時間に対して十分に小

さい時間スケールで温度変化を与える必要がある．し

たがって，初期温度を 25 ℃とし，外力を加えることな

く 75 ℃ならびに 125 ℃まで瞬時に加熱して膨張させ，

その温度で保持したときのマクロ熱ひずみの変化を解

析した．ここで，マクロ熱ひずみは負荷する温度幅に

よって変化するため，これを温度幅で除したものを緩

和均質化線膨張係数と呼び，2階のテンソル AH
r(t)と表

すことにする．均質化解析によって得られた，x1-なら

びに x3-方向の緩和均質化線膨張係数 AH
r:11，AH

r:33をそれ

ぞれ Fig. 5(a)，Fig. 5(b)に示す．

　Fig. 5(a)に示した AH
r:11は，時間経過とともに増大し

た．これに対して，Fig. 5(b)に示した AH
r:33は，時間経

過とともに減少し，炭素繊維の線膨張係数に漸近した．

また，マクロ熱ひずみの変化速度は保持温度により異

なり，これは母材樹脂のシフトファクターの影響と考え

られる．なお，Fig. 1に示した CFRPのユニットセルは

直交異方性に加えて x1−x2平面で疑似等方性を有するた

め，AH
r(t)は対角成分のみを有し AH

r:11 = AH
r:22である．

　Fig. 6(a)，Fig. 6(b)に，125 ℃の保持時間 t =10 − 8, 

1016 secにおける，ユニットセル内の x3-方向応力分布

を示す．炭素繊維よりも母材樹脂の方が大きい線膨張

係数を有するため，t =10 − 8 secでは母材樹脂に圧縮応

力が生じている．しかし，t =1016 secでは母材の応力が

0に近づき，応力緩和していることがわかる．これに対

して Fig. 7(a)，Fig. 7(b)に，125 ℃の保持時間 t =10 − 8, 

1016 secにおける，ユニットセル内の x1-方向全ひずみ

分布を示す．t =10 − 8 secに対して 1016 secにおけるひず

みは増加している．これは，x3-方向の圧縮応力が緩和し，

母材樹脂のポアソン比により x1-，x2-方向に正の力学的

ひずみを生じるためと考えられる．

　弾性体である炭素繊維は時間非依存の線形弾性体で

あるため，マクロ熱ひずみの時間依存性は母材樹脂の粘

弾性によって発現する．すなわち，マクロ熱ひずみの時

間依存性は，本質的にはユニットセル内部の熱応力の緩

和であり，母材樹脂の応力状態により決定される．

　前述したように，外力を加えることなく温度負荷の

みを与える場合，ユニットセル内の応力のつり合いに

より，マクロ応力は生じないがミクロ応力は発生する．

一般化Maxwellモデルに代表される線形粘弾性体は，

Boltzmannの重ね合わせの定理により加成性の成立す

ることが知られている．すなわち，外力と熱応力によっ

て母材樹脂に生じるミクロ応力は重ね合わせ可能であ

る．ゆえに，マクロひずみ Eは，次式に示すように，

マクロ熱ひずみ Ethとマクロ力学的ひずみ Emechの和に

より表されると仮定する．

(20)

ここで，マクロ熱ひずみ Ethはユニットセルを自由膨張

させたときに生じるマクロひずみである．したがって，

Fig. 6(a)，Fig. 6(b)に示したように，自由膨張させた場

合であってもユニットセル内部のミクロ応力は 0とは

ならない．

　マクロ熱ひずみの時間依存性は，母材樹脂に生じた

熱応力の緩和により生じるため，母材樹脂の緩和時間

やシフトファクターに支配される．したがってマクロ熱

ひずみは，式 (14)-(16)に示した一般化Maxwellモデル

と同様に，平衡部と非平衡部により表現されるとした．

すなわち，弾性問題では温度変化と線形関係にあるマ

クロ熱ひずみに，粘性要素に相当する，速度依存性を

加えることで次式のように定式化した．

(21)

(22)

(23)

これにより，マクロ熱ひずみにおいても，線形粘弾性

構成式と同様に，重ね合わせの定理が成立する．ここで，

マクロ熱ひずみの変化は母材の応力緩和により生じる

ため，τjはTable 1に示した母材樹脂の緩和時間とした．

ここで，E0
thは平衡マクロ熱ひずみ，A 0

Hは応力緩和が

完了した状態における均質化線膨張係数であり，平衡

均質化線膨張係数テンソルである．また，Kj
thならび

に Aj
Hは各Maxwell要素の緩和時間に対応する非平衡

マクロ熱ひずみと非平衡均質化線膨張係数テンソルで

あり，Pjは，

(24)

である．このとき，緩和均質化線膨張係数 Ar
H(t)は，次

式によって表される．

(25)

以下では，均質化法との比較において，定式化したマ

クロ熱ひずみをマクロモデルと呼ぶことにする．

　構築したマクロモデルを CFRPに適用し，均質化解

析の結果と比較することにより，妥当性を検証する．

マクロ熱ひずみは，汎用有限要素解析ソフト Abaqusを

用いて解析し，熱ひずみの増分を定義するユーザサブ

ルーチンUEXPANを用いて実装した．

5.1  拘束がない場合のマクロ熱ひずみ

　マクロモデルでは，材料パラメータとして基準温度

である 25 ℃における A 0
Hならびに A j

Hを決定する必要が

ある．これらの材料パラメータは，自由膨張均質化解

析によって得られる Ar
H(t)から決定できる．しかし，自

由膨張均質化解析は温度変化を伴うため，マクロ熱ひ

ずみの時間依存性はシフトファクターの影響を受ける．

本研究では，シフトファクターの影響を無視するため，

便宜的に αT = 1に固定し，自由膨張均質化解析を行う

ことで A0
Hならびに Aj

Hを決定した．Table 2に A0
Hなら

びにAj
Hの x1-, x3-方向成分 A0

H
:11，Aj

H
:11と A0

H
:33，Aj

H
:33を示す．

また，Fig. 5(a)，Fig. 5(b)中に，マクロモデルよって計

算したマクロ熱ひずみの変化を示す．マクロモデルは，

いずれも均質化解析の結果をほとんど誤差なく再現で

きた．

Fig. 5　 Components of relaxation homogenized CTE 
tensor of the unit cell; (a) AH

r :11, and (b) A H
r :33

Fig. 6　 Contour map of σ33 in the unit cell under free 
thermal expansion from 25 ℃ to 125 ℃ and 
keep for (a) 10 − 8 sec, and (b) 1016 sec 

Fig. 7　 Contour map of ε11 in the unit cell under free 
thermal expansion from 25 ℃ to 125 ℃ and 
keep for (a) 10 − 8 sec, and (b) 1016 sec 

4.  マクロ熱ひずみの定式化

5.  均質化解析との比較による検証
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究では，寺田らの手法に従い計算した Dr
eH(t)にフィッ

ティングすることで，材料パラメータを決定した．ユ

ニットセルの疑似等方性から，緩和均質化弾性剛性テ

ンソルを構成する弾性係数の独立した成分は，Dr
eH
:1111，

Dr
eH
:3333，Dr

eH
:2211，Dr

eH
:3311，Dr

eH
:1212および Dr

eH
:2323となる．この

内，熱応力解析をするときに，垂直応力の計算に係る

成分は Dr
eH
:1111，Dr

eH
:3333，Dr

eH
:2211および Dr

eH
:3311であり，これ

らを Fig. 9(a)，Fig. 9(b)，Fig. 9(c)に示すとともに，材

料パラメータを Table 3に示す．いずれの成分も，均

質化解析の結果をほとんど誤差なく表すことができた．

直交異方性粘弾性構成式は，Abaqusにおける材料の機

械的挙動を定義するユーザサブルーチンUMATにより

実装しこれを用いて解析した．

　続いて，マクロ熱ひずみが安定した後，再び 25 ° C

まで冷却して 1016 sec温度保持した時の，マクロ熱ひ

ずみの変化を計算した．マクロモデルと均質化法によ

る計算結果を，Fig. 8(a)，Fig. 8(b)に示す．冷却直後

はいずれもマクロ熱ひずみは 0に戻らず，時間経過に

伴う母材樹脂の応力緩和によってマクロ熱ひずみが 0

に漸近していく様子がうまく再現された．また，加熱

時と異なりいずれも 25 ℃で保持しているため，シフト

ファクターの影響が見られない点も再現された．

5.2  拘束を加えた場合のマクロ熱応力

5.2.1  マクロ力学的ひずみに対するマクロ構成式

　拘束を加えた状態で温度変化を与えると，マクロ力学

的ひずみが発生する．したがって，マクロ力学的ひずみ

に対する応答を記述するマクロ構成式が必要となる．

　Fig. 1に示したユニットセルの直交異方性粘弾性特性

を表現するマクロ構成式は，式 (13)-(16)に示した等方

性の一般化Maxwellモデルを直交異方性に拡張するこ

とにより，次式のように表される 6)．

(26)

(27)

(28)

ここで，τjは母材樹脂の緩和時間，Σ0は平衡マクロ応

力， D0
eHは 4階の平衡均質化弾性剛性テンソル，Hjは非

平衡マクロ応力であり，Fj =Dj
eH:(D0

eH)−1である．このとき，

緩和均質化弾性剛性テンソル Dr
eH(t)は，

(29)

と表される．ここで，Iは 4階の単位テンソルである．

寺田ら 7)は，ユニットセルに対してマクロひずみを 1

成分ずつ加え，マクロ応力の時間変化を均質化法によ

り解析することで，Dr
eH(t)の成分を同定している．本研

5.2.2  マクロ熱応力の解析結果

　まず，マクロひずみを E11=0に拘束し，25 ℃から

125 ℃まで瞬時に加熱膨張させ，温度を保持したとき

の，Σ11，E22ならびに E33の変化を均質化法によって

計算した．得られた結果を Fig. 10(a)，Fig. 10(b)に示

す．Fig. 10(a)に示した Σ11は，E11の拘束により圧縮

状態となり，時間経過により最終的に− 6.7 MPaとなっ

た．これに対して，Fig. 10(b)に示した E22ならびに E33

は，Fig. 5(a)，Fig. 5(b)に示した緩和均質化線膨張係

数と同様の傾向となった．すなわち，時間経過によって，

Table 2　 Relaxation homogenized CTE of the unit cell 
at 25 ℃ (unit in ppm℃ -1)

Fig. 8　 Variation of thermal macro-strain of the 
unit cell under free thermal shrinkage after 
saturation of thermal macro-strain at high 
temperatures; (a) Eth

11, and (b) Eth
33

Table 3　 Relaxation homogenized elastic moduli of 
the unit cell at 25 ℃ (unit in MPa)

Fig. 9　 Components of relaxation homogenized elastic 
stiffness tensor of the unit cell; (a) Dr

eH
:1111, (b) 

Dr
eH

:3333, and (c) Dr
eH

:2211 and Dr
eH

:3311
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　本研究では，CFRPのような，弾性体と粘弾性体で

構成される複合材料における熱ひずみの時間依存性を

定式化した．得られた知見を下に示す．

(1)　 Boltzmannの重ね合わせの定理から，外力と熱応

力によって母材樹脂に生じるミクロ応力は重ね合

わせ可能であり，マクロひずみはマクロ熱ひずみ

とマクロ力学的ひずみの和によって表されると仮

定した．

(2)　 マクロ熱ひずみの時間依存性は，母材樹脂の緩和

時間やシフトファクターに支配される．よって，

弾性問題では温度変化と線形関係にあるマクロ熱

ひずみに，粘性要素に相当する，速度依存性を加

えることでマクロ熱ひずみを定式化した．この結

果，マクロ熱ひずみにおいても重ね合わせの定理

が成立し，CFRPを自由膨張・収縮させたときの

マクロ熱ひずみにおける時間依存性を精度よく再

剛性が高く線膨張係数が負である炭素繊維の長手方向

マクロひずみ E33は減少し，一方で E22は増加した．

　続いて，同様にマクロひずみを E11=E33=0とした場合

の Σ11，Σ33および E22を計算した．得られた結果を Fig. 

11(a)，Fig. 11(b)に示す．Fig. 11(a)において Σ11は，E11

の拘束によって圧縮マクロ応力を示した．この一方で，

x3-方向の線膨張係数が負値であることから，E33の拘

束によって Σ33は引張を示し，時間経過によって最終的

に 6.1 MPaとなった．一方，Fig. 11(b)に示した E22は，

Fig. 10(b)に示した E11のみの拘束の場合とほとんど同

じ値を示した．

　これに対して，マクロモデルに加えて，前節で述べ

たマクロ構成式を適用し，上述の拘束条件におけるマ

クロ熱応力を解析した．得られた結果を，Fig. 10(a)，

Fig. 10(b)ならびに Fig. 11(a)，Fig. 11(b)中に示す．Fig. 

10(a)，Fig. 10(b)ならびに Fig. 11(a)，Fig. 11(b)において，

マクロ応力およびマクロひずみは，均質化法による解析

結果とほとんど誤差なく一致した．これにより，本研究

で定式化したマクロモデルの妥当性が示された．

現することができた．

(3)　 マクロ力学的ひずみに対して異方性粘弾性構成式

を適用することで，拘束を受ける場合のマクロ熱

応力に関しても，マクロ応力およびマクロひずみ

の時間依存性が非常に精度よく再現された．

付録 A．マクロ熱ひずみの実装

　本報の計算は，汎用有限要素解析ソフト Abaqus

における，熱ひずみの増分を定義するサブルーチン

UEXPANを用いた．UEXPANでは，時刻 tnから tn+1

に変化した時のマクロ熱ひずみ増分 ΔEth
n+1ならびに温度

に関するマクロ熱ひずみの変化率 ∂ΔEth
n+1/∂ΔTn+1を計算

する必要がある．ここでは，UEXPAN実装に用いた計

算アルゴリズムを説明する．以下では，添字 nと n+1

により時刻 tn，tn+1の値を示し，Δにより tnから tn+1へ

の増分を表すこととする．

　まず式 (22)から，平衡マクロ熱ひずみ増分 ΔEth
0:n+1は，

(A1)

となる．同様に，式 (21)を離散化することによって，

マクロ熱ひずみ増分 ΔEth
n+1は次式のように表される．

(A2)

ここで，時刻 tにおける非平衡マクロ熱ひずみ Kj
th(t)は，

式 (23)の解として，次式に示す畳み込み積分で表される．

(A3)

ここで，式 (A3)は次式に示すような tnと tn+1の漸化式

で近似することができる．

(A4)

さらに，式 (A4)から ΔKth
j:n+1を計算し，(A1)とともにこ

れを式 (A2)に代入することにより，マクロ熱ひずみ増

分 ΔEth
n+1は次式のように表される．

(A5)

マクロ熱ひずみの変化率 ΔEth
n+1/∂ΔTn+1に関して，式 (A2)

を微分することにより，次式が得られる．

(A6)

式 (A6)の右辺第 1項および第 2項は，それぞれ式 (A1)

および式 (A4)を微分することにより，

(A7)

(A8)

となる．これより，ΔEth
n+1/∂ΔTn+1は次式のようになる．

(A9)

付録 B．直交異方性粘弾性構成式の実装

　直交異方性粘弾性構成式の実装は，Abaqusにおけ

る材料の機械的挙動を定義するサブルーチン UMAT

を用いて行った．UMATでは，時刻 tnから tn+1への

変化に対し，マクロ力学的ひずみ増分          が与えら

れたときの，マクロ応力 Σn+1およびコンシステント接

線剛性 ∂Σn+1/　　　を計算する必要がある．ここでは，

UMATへの実装に用いた計算アルゴリズム 6)を説明

する．

まず式 (26), (27)を離散化すると次式が得られる．

(B1)

(B2)

ここで，時刻 tにおける非平衡マクロ応力Hj(t)は，式 (28)

の解として，次式に示す畳み込み積分で表される．

(B3)

ここで，式 (B3)は次式に示すような tnと tn+1の漸化式

Fig. 10　 Variation of macro-stress and macro-strain 
components of the unit cell under thermal 
expansion with constraint of E 11=0; (a) Σ11, and 
(b) E 22 and E 33

Fig. 11　 Variation of macro-stress and macro-strain 
components of the unit cell under thermal 
expansion with constraint of E 11=E 33=0; (a) Σ11 
and Σ33, and (b) E 22

6.  結言
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で近似することができる．

(B4)

さらに，式 (B4)から ΔHj:n+1を計算し，(B1)とともに式

(B2)に代入すると，マクロ応力 Σn+1は次式のように表

される．

(B5)

　コンシステント接線剛性 ∂Σn+1/　　　に関して，式

(B2)を微分することにより，次式が得られる．

(B6)

式 (B6)の右辺第 1項および第 2項は，それぞれ式 (B1)

および式 (B4)を微分することにより，

(B7)

(B8)

となる．これより，∂Σn+1 /　　　 は次式のようになる．

(B9)
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